IV. ORSZAGOS MAGYAR MATEMATIKAOLIMPIA

Kolozsvar, 2022. aprilis 20-23.

I. forduld

IX. osztélyf

1. Hatérozd meg azokat az z, y, z és t valos szdmokat, amelyekre
222 + 5y? + 422 + 2 — 6y — 2yz — 22t — 2t +2 = 0.
Kovdcs Béla, Szatmarnémet;
2. Igazold, hogy ha a,b,c > 0 és abc = 1, akkor
| 1 'L 1 : 1 <1
e+ P41l " P42+l FH4at 41

%k

3. Legyen G az ABC A4ltalanos haromszog salypontja, B’ és C’ pedig rendre a B és g
csucsbdl kiindulé szogtelezd talppontja. Igazold, hogy ha a B’, G és C’ pontok kollinedrisak,

11 oy
k N
el R ey

ok ok

4. Adott az ABCD négyzet. Felvessziik az E pontot az AC szakaszon, valamint az F
pontot az AC egyenesen a négyzet kiils6 tartomanyaban ugy, hogy AE = CF = AB. Legyen a .
BF egyenes és a DC szakasz metszéspontja M, a BE egyenes €s az AD egyenes metszéspontja

N, valamint a CN egyenes és a DF egyenes metszéspontja P. Igazold, hogy az A, M és P
pontok kollineéarisak. .

% k%

Megoldasok

1. Az egyenl6ség mindkét oldalat beszorozzuk 2-vel, majd csoportositva a tagokat teljes
négyzeteket alakitunk ki: 422 + 10y + 822 + 242 — 120y —dyz —dot — 4t + 4 = () =

> (422 — 122y + 9y2) + (y* — 4yz + 42%) + (422 — 42t + £2) + (12 — 4t + ) =0 <

= Q22-3Y) + (Y -2+ 2z - t)2 + (t—2)2 =0, '

A teljes négyzetek Osszege akkor és csak akkor
vagyis (2z — 3y)* =0, (y—22)2=0, (22 — ¢
Yy—=22,2z2=tést=2.

' Ezértt =2, 2=1,y=26s 2 =

egyenlé nullaval, ha, minden tag nulla,
)2 =0 és (t —2)? = 0, innen pedig 2z = 3y,

3 az egyetlen valés szamokbol 4116 megoldés.
2. Mivel a? 4 b2 > 2al|), ezért a® + b +1 = (g + b)(a? + b2 — ab) + abe > (a + b)ab+ abc =

' a+b+c
= (@ + b+ clab = . Kovetkezik, hogy . 5 ¢ Hasonléan
1 a . 1 A a*+b+1 = a+b+c
3 S és <
P+ct+1 " a+b+e c+ad+1 " a+bto
*Folytatas lapunk 2022/5-6. szam&bol.
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A kapott harom egyenl6tlenséget Gsszegezve kapjuk, hogy
1 | 1 1 <a+b+c
PP +1 B +1 A+l atbic

b

3. Elsé megoldds. y
Legyen AB = ¢, AC = b és BC = a. Az
ABC haromszogben a CC” -re felirt szogfelezotetel alapjan

7 b AC"
é‘g} ol innen Y N , Vagyis A(E +b_§
a
, Hasonl6an ?4 BE?B' re felirt szogfelezotetel alapjén
143 = E, innen - , vagyis AB' =N A_(}
B'C «a AC  a+c a+c

Legyen M a BC oldal felez6pontja, ekkor
— 1
AM = 3 (AB + AC) & AC = %(2179’ +A0).

Irhatjuk, hogy

GO =AC - AC =" AD — ~(AB + AC) =

a+b 3 B f
26 TH — A0, & analég mbd >
= 3(a+b) 7 AC, és analog médon B Q\ C
- M
G = o llD o g
3 3(a + c)
A B, G és C' pontok akkor és csak akkor kollinearisak, ha a GB' é G
1 2c — a .
Y . -9 3(a + c) a+b 2c—a
kollinearis, vagyis ha 57 f - = 1 = s i S
3(a + b) 3

> (a+b)(a+c)=(2b—-a)(2c—a) < a® + ac + ab + bc = 4bc — 2ab — 2ac + a* <=
< 3ab + 3ac = 3bc. v gy 1 y :

Elosztva mindkét oldalt 3abc-vel kapjuk, hogy - + g == vagyis 1B | - BO

Mdsodik megoldds. Az els6 megoldashoz hasonléan belatjuk, hogy
—3 — _5 -Eg 1
AZ?’ = - AB, AB' = °_AC ¢ AG = —(A§+AZ§).
a + b a-+cC 3

A B', G és C' pontok akkor és csak akkor kollinearisak, ha létezik & € R ugy, hogy

— 1
14—C}=k2l_3>’+(1—k)AC’. Ez alapjan §(Z§ R)= -a+621?>+ l—k‘) _g
1 % a+c el 1_ < b
Innen egyreészt " = K- - ahonnan 3k = . 1+ . INAsreszt 3= (1-F)- ey
b . 2b—a a
ahonnan3—3k—az- vagyis 3k = 7 —'2—5-
a a 1 1 1 1 1 1
Az el6z6ek alapjan 1 + -t 2 — B ahonnan i e vagyis —— AB AC BC
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4. Az A, M és P pontok kollinearitasa igazoll’lato, ha
alkalmazzuk Menelaosz tételének a forditott tételét DCF
haromszdgben az AP szeldre. Ehhez be kell latnunk, hogy
CA FP DM {

FA DP CM ’ )
Alkalmazva a Menelaosz-tételt a DAF hiéromszog-

o —

N

AN DP FC = 1, ahonnan il 7

DN FP AC DP DN AC

Mivel CD || AB, ezért a hasonl6sag alaptétele szi{glt azA./}lEBN A~ DMNA, ahonnan
ot Be valamint az ABEA ~ CMEA, ahonnan M CE

DN DM’
AC (AN C’F) DM CF AB DM _CF AE

A fentiek alapjan r = V¥a DN AC "CM ~ AF DM "CM AF CE’

Felhasznalva, hogy AB = AE = CF, az x = 1 Osszetiiggest rendre fg)zf irhatjuk:
AB2=AF-CE®ABZ=(2oAE+CE)-CE=2-AE°CE+CE &
& 2AB? = AE? +2. AE -CE + CE? = (AE + CE)? = AC? & ABV2 = AC, anii igas,

mivel ABCD négyzet.

X. osztaly

1. Oldd meg a val6s szamok halmazan az z? — 5z — 18 = 2(x — 3)v/z — 2 egyenletet!

Kovdcs Béla, Szatmarnémeti
2. a) Tanulmanyozd az f: [0,+00) = R, f(z) = 3% — 22 figgvény monotonitasat!
b) Oldd meg a természetes szdmok halmazan a 33° - 22° — 32° . 93" — 1. 62" egyenletet!
Ddvid Géza, Székelyudvarhely

3. A 21, 25, z3 komplex szamokra teljesiilnek a kovetkezs osszefliggések:
|21] = |22] = |23] és 21 + V325 + 223 = 0.
Igazold, hogy (21 + 20 - 20 + 23) (21 + Z, - — % b5
; 1T 20221 23)(21+ 2022+ 23) =0, ahol 2y = cos — + i sin — .

Andrds Szildrd, Kolozsvar

1 2
4. Adott az f: R\ { = _r+2 .
d \ {2 } e f(:z:) 2 == ] tiggv eny. Az Jnt1 fﬁggvényt a kovetkezd-

képpen értelmezziik: f; = f és fot1 = fo f,, minden n > 1 esetén

értelmezett az R \ {1}

2

Igazold, hogy az fn,
halmazon, barmilyen n ¢ N* esetén €s hatarozd meg az frn fiiggvényt!

Ddvid Géza, Székelyudvarhely
Kaiser Ddniel, Székelyudvarhely

Megoldasok

I ertelmezettek, ha z ¢ 12, +00). A kovetkezd

6z +9+ 2 -2 — 95
_ = 2(z —3)vVz -2 <
2=25 &« (a:-—3—\/x_2)2____25‘ )V
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Két esetiink van:  —3 -z —2=-5 vagy z—-3—- vz —2=05.

Az els6 esetben z+2 =12 -2 < 2’4+4z+4=z2-2 < 1°+3r+6 =0, ahol az
egyenlet diszkriminansa kisebb, mint nulla, ezért nincs valés megoldasa.

A maéasodik esetben azt kapjuk, hogy £ — 8 = vz — 2. Mivel vz — 2 > 0, ezért z — 8 > 0,
vagyis z > 8. Az egyenlet mindkét oldalat négyzetre emelve kapjuk, hogy (z—8)° = -2 <=
& z?-172+66 = 0.

Az egyenletnek két valés gyoke van: z; = 6 és zo = 11. Az = > 8 feltétel miatt viszont
csak a mésodik gyok lesz az eredeti egyenletnek is a megoldésa.

A megoldashalmaz tehat M = {11}.

2 b
2. a) Az f: [0,400) = R, f(z) = 3° — 2° fiiggvény atirhat6 az f(z) = 3° (1 — (ﬁ) )
T2 2 Il ) .
alakba. Ha 0 < z; < x4, akkor 3™ < 3% és 0 < (%) < (5) < 1, kovetkezik, hogy

0<1- (%) & 1 (%)n. Tehat f(z;) = 3 (1 - (%)) < 372 (1 ~ (%)2) = f(z2),

vagyis az f fliggvény szigorian novekva.

b) Az egyenletet 6%-nel elosztva a 33" 2" —23"~2" = g vagyis az f(f(x)) = z alakba irhato.

Az f szigortian ndvekvé, ezért ha z < f(x) akkor z < f(z) < f(f(z)). Hasonléan, ha
z >-f(x) akkor z > f(z) > f(f(x)). Osszefoglalva, x pontosan akkor megoldésa az egyenletnek,
ha f(x) = z, vagyis, ha 3 — 2% = .

Eszrevessziik, hogy z = 0 és £ = 1 megoldasa az egyenletnek, és igazoljuk, hogy nincs
tobb megoldas.

A matematikai indukcié moédszerével igazoljuk, hogy ha x > 2, z € N, akkor f(z) > .

Ha z = 2, akkor f(2) =3°-2°=5>2.

Feltételezziik, hogy a kijelentés igaz z = n esetén és igazoljuk az £ = n + 1 esetben.
Tudjuk, hogy az f fiiggvény szigoriian novekvs ezért f(n + 1) > f(n). Az f (n+ 1) és f(n)
természetes szamok, vagyis az el6z6 egyenl6tlenség alapjan f(n + 1) > f(n) + 1. Az indukcios
feltételt felhasznalva azt kapjuk, hogy f(n+1) > f(n)+1 > n+1, vagyis f(z) > = barmilyen
r > 2 természetes szam esetén.

Az egyenletnek tehat két megoldasa van a természetes szamok halmazan: a 0 €s az 1.

Megjeqyzés. Az © > 2 természetes szamok esetén az f () > z kijelentés indukciéval
igazolhato az f monotonitésanak felhasznélésa nélkil. Egy ekvivalens formaba, val6 atalakitéssal
az 3% > 2% + z egyenlStlenséget fogjuk igazolni, ami z = 2 esetén 1gaz.

Feltételezziik, hogy igaz x = n esetén, és igazoljuk az z = n + 1 esetben. A 3" > 2" +n
egyenlétlenségbdl kovetkezik, hogy

gntl = 3.3">3."43-n>2-+n+1=2""+n+1,
barmilyen n > 2 természetes szam esetén, vagyis a matematikai indukci6 elve alapjan igazoltuk
az egyenl6tlenséget.

3. Jeloljiikk r-el a 2, z; és 23 modulusat. Ha r = 0, akkor
az 4llitas teljesiil, ezért feltehetjiik, hogy r > 0. Ertelmezziik
geometriailag, hogy mit jelent a megadott feltétel. Legyen O az
origd, A a z; képe, B a V32, képe és C a 223 képe. A 2; és
V32, esetben szerkesztett OADB paralelogramma D cstcsa a
C-nek az O pont szerinti szimmetrikusa. Az OAD héaromszog
derékszdgi, mert (2r)? = (V3r)? + ﬁ.\

Az OAD haromszégben m(DOA) = 60°. Ez alapjan
m(m) — 120°, tehat (21 + z3)-nak az origo szerinti szim-
metrikusa az OB-vel szintén 30°-os szdget zar be.
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Emiatt a z; + 23 képének O szerintl szimmetrikusa _ 2

—(z1 4+ 23) = (cosg- + i sin ff) .z vagy —(z1+ 23) = (COS (_—6_) T 151 (“"é‘)) * 29,

6 _
tehat —(2; + 23) = 2022 vagy —(z1+ z3) = Zo22; ahonnan (21 + 2o * 22 + 23)(21 + Zp - 25 + 23) =,

Mdsodik megoldds o

Ha mindharom komplex szam nulla, akkor az allitas teljes.,ul. Ellenkezs  esetbep
feltételezhetjiik, hogy z; = 1 (mésként végigoszthatunk z1-gyel mindkét kifejezésben) ég
25| = |23 = 1. Legyen 2, = cost + isint, ahol t € [0,27). A megadott feltételbdl kovetkezik
hogy —223 = 2; + V32 =1+ \/§(cost + 7sint), ahonnan kapjuk, hogy

4=|-2z|*=|1+ V3(cost +isint)|* =1 3cos?t + 3sint + 2v/3cost = 4 + 2v/3cost.
) , T 3T
Tehat cost = 0, vagyis t € {2, > }

Zi = \/332 L4 \/3_2
—2

= Wh mig a masodik esetbep

Ekkor az els6 esetben zo = i és 23 =

Zgz—iéSZ3=Z1+\2/§‘32=1—\2/§l.

Az els6 esetben (z; 4 2929 + 23)(21 + Zo22 + 23) =

P1+(\/§ | z)l 1+3i] | (\/5 z)z 14+ v3i

2 2

1
2

- e

a masodik esetben pedig (z; + 2022 + 23)(21 + Zo22 + 23) =

Ly (VB LY, L 1-vE] 3 i - V3i
- -1+(—2—+§)(—z)+ = L1+(\2f ;) g g R g e g

4. Vegyiik észre, hogy (2° +2) + (22 — 1) = (z + 1)2, (2* +2) = 2(22 — 1) = (z - 2)2.

Ez alapjan (a? 9~ e 2+ 1)2 + (z — 2)2, Qr — 1) — (z + 1)2 — (z — 2)?

: Sor. L. 30 = 3 , Vagyis
By o= 2( +1)2 + (z — 2) .
(z+1)2 — (x — 2)2
Ekkor fo(x) = 2(/1(2) +1)* + (fi(z) — 2)? -
(f1(z) +1)% = (fi(z) — 2)2
2(x +1)2 + (z — 2)2 Y2z +1) Y 2
9 , + (x — 2
N ((l‘ 1)° - (z - 2)° 1) " ( (:c+1)2—(:z:—2))2 2)
(2(1"‘!‘1)2‘*'(1'*2)2 ' 1)2- 2(:5""1)2'1‘(17—2)2 2 =
(z+1)2=(z-2)2 ° ((a:-i-l)?-(:c—g)z 2)
_2(z+1)* + (z —2)
($+1)4—(x_2)4 '
A sejtésiink az, hogy f.(z) = 2(z + 1)%" + (z — 2)?" ) 1 1
és n € N* esetén, amit matematikai(x . 1)2 3 (:c N 2)2" & fn(l’) 4 5’ RACRERT TS R\{§}

’ indukciéval 1gazolunk
Azn=1ésazn =29 esetekben a kijelentas 1gaz |

Feltételezziik, hogy a ki 53 1
) , jelentés i ] x TR
A kbvetkezdket frhatiuk. gaz barmely n € N eseten, és igazoljuk (n + 1) esetén.

fa1(@) = 0 fo(z) = 2n(@) + 12 + (fu(z) - 22
(n(2) +1)2 = (£(2) - 2)2
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(z + D — (@ —2)2"
(2(::: o kol + 1)2 - (2(@‘ +1)*" + (z — 2)*" 2)2 N

—

2 (2(:1:+1)2.“ tz-2 1)2+ (2(x+1)2n + (o= 2" 2)2

(z+1)?" — (z — 2)

2(33 ifi 1)2"'*‘l + (IE . 2)2n+1
C (x+ 1) — (z - 2

A fenti Osszetevés megvalésithato, mert fal@) -21-, barmely z € R\ {%} esetén. Val6ban,

. | 1] . 2" — 2)?"

ha létezik x c I \ {5} ugy, hogy fn(x) - _;_, akkor 2((.’15—:—11))% +(($C 22))2n = %, ahonnan
n .n x = x ="

(z+1)*" + (2 —2)¥" =0, ami lehetetlen.

1
Ugyanakkor, ha z ¢ R\ {5} , akkor f,,,; is értelmezett, mert (z+1)2"" £ (z —2)%""".

ELEMI OSZTALYOS TANULOK RESZERE KITUZOTT FELADATOK*

’ E: 271. a) Egy szamsorozat szomszédos elemei kézott mindig ugyanannyi a kiildnbség.
Irjuk le a kovetkezs két sorozat elsé tiz elemét:

(1) a 3. elem 19, a 7. elem pedig 47:

(2) az 5. elem 142, a 8. elem pedig 91.
b) Hatarozzuk meg az 1, 2,2, 3, 3, 3,4, 4, 4, 4,9,95,5,5,5...szamsorozat elsg 77 tagjanak
0sszegét.

% %k

E: 272. Azokat a haromjegyd természetes szdmokat, amelyeknek kozéps6 szamjegye
egyenld a két szélsé szamjegy Osszegével, csinos szdmoknak nevezziik (példaul 253). Keressiik
meg az osszes, kiilonbozs szamjegyekbdl allo csinos szdmot, amely az 1,2,3,4,5. 6 szamjegyek-
b6l alkothaté.

XXXk

E: 273. Tamés haromszor annyi idés, mint Anna. Ot év mitlva Anna feleannyi idés lesz,

mint Tamé4s. Hény évesek a gyerekek most, illetve 6t év milva? Hany éves lesz Tamas, amikor
Anna 18 éves lesz?

% %k %k

“Ezekre a feladatokra minden I-V. osztalyos tanulé kiildhet megoldasokat, amelyeket 2022. oktéber 20-ig
fogadunk el a matlapmegoldasok@yahoo.com cimre. Kérjiik az sszesitélapon a tanité nevét feltiintetni!
A feladatok megold4sahoz az elemi osztalyokban tanult médszereket alkalmazzuk! Nincs sziikség
a feladatok algebrai megoldasira, melyet V-VIII. osztalyban tanulnak. Igy megoldott felada-
tokat nem pontozunk! Olvaséink figyelmébe ajanljuk az Elem:i osztdlyos tanuldk szdmdra kitdzdtt
feladatok megolddsai cikket, lapunk 229. oldalan.

245

Scanned with CamScanner


https://digital-camscanner.onelink.me/P3GL/g26ffx3k

